
数学クイズ

確率論とは？
「確率論」という言葉を聞いて,どのような学問を思い浮かべるでしょうか？
日常で「確率」という言葉はよく使われます. 例えばコイントス. どちらの面も同じくらいの頻度で

出ると考えられるとき,表（裏）が出る確率は 1/2 といいます. サイコロなら, どの面も同じように出る
と考えられるとき, それぞれの面が出る確率は 1/6 といいます. 他にも, 明日の降水確率, 地震が起きる
確率, 明日のレースである馬が勝つ確率など.

このような数字は, 多くの場合, 過去のデータや観測結果をもとに推測されています. データから何か
を推測する学問は, 「統計学」という学問の範囲に入ります.

それでは,「確率論」は何をする学問でしょうか？ 簡単にいうと,

ランダムな現象のルールを仮定し, そのルールから何が導かれるのかを研究する学問

です.

例えばコイントスを考えましょう. 確率論では, まず

• 表が出る確率が p, 0 < p < 1,
• 裏が出る確率が 1 − p,
• 各回のコイントスは互いに影響しない (独立な試行)

として, ランダムな現象のルールを決めます. そして, このルールからどのような法則が導かれるのかを
調べます. 例えば, n 回コイントスをした後に, 表が出た回数を Hn とします. このとき, Hn はランダ
ムな量ですが,

Hn

n
→ p, n→∞,

となることが知られています. 正確には, 確率 1 でこの収束が起きます. これは「大数の法則」と呼ば
れる, 確率論の基本定理の一つです. 直感的には, 何度もコイントスをすると, 表が出る割合は p に近づ
く, ということです.

もちろん, 実際のコイントスが本当にランダムかどうかはわかりません. しかし, ランダムなモデルを
作ることで, 現象の本質を捉えられることがあります. 例えば, 液体中の分子の運動, 物質間の化学反応,

生物群の個体数の増減, 株価の変化, 機械学習で現れるランダムなアルゴリズムを確率論的に解析する
ことは非常に有効な手段として知られています. このため, 確率論は物理学, 化学, 生物学, 金融工学, 情
報科学など, 数学以外の諸科学とも密接な関係にあります.

今回のクイズ企画では, そんな「確率論」の問題に挑戦してみましょう.
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1 公平な賭け
まずは簡単なクイズです. 確率論の生まれたきっかけは, 17世紀にフェルマーとパスカルの文通で議

論された「ギャンブルの問題」だと言われています. そこで, 我々も簡単なギャンブルを考えてみましょ
う. コイントスをして, 表が出たらあなたの勝ち, 裏が出たらあなたの負け, とします.

ここでクイズです.

次のルール (1) – (3) のうち, どれが公平な賭けでしょうか？

(1) 表も裏も 1/2 の確率で出るコインを投げる. 勝ったら 1 円もらい, 負けたら 1 円払う.

(2) 表は 1/4, 裏は 3/4 の確率で出るコインを投げる. 勝ったら 1 円もらい, 負けたら 1 円払う.

(3) 表は 1/4, 裏は 3/4 の確率で出るコインを投げる. 勝ったら 3 円もらい, 負けたら 1 円払う.
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1.1 公平な賭けを打ち破れるか？
もう少し本格的な状況を考えてみましょう. コイントスをして, 表が出たらあなたの勝ち, 裏が出たら

あなたの負け, とします. ただし, あなたは毎回, 賭け金を自由に選択できます. あなたも賭場も持って
いる財産は有限なので, 一度の賭け金の上限はあるとしましょう.

あらかじめ賭ける回数を n 回と決めておきます。ここでクイズです.

賭け金をうまく決めれば, 公平なコイントスを自分に有利な賭けにできるでしょうか？

(1) できる. うまい作戦を立てれば, 総儲けの期待値は正になる.

(2) できない. どんな作戦でも, 期待値は正にはならない.
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2 破産問題?!

引き続きギャンブルの問題ですが, 現実的な状況を考えましょう.

ルールは表も裏も 1/2 の確率で出るコインを投げて, 勝ったら 1 円もらい, 負けたら 1 円払うという
ものです. 0 ≤ a ≤ b を整数とし, b ≥ 1 とします. あなたは初めに a 円持っているとしましょう. 目標は,

b 円まで所持金を増やすことです. そこでクイズです.

b 円まで稼ぐ前に, 破産してしまう (所持金が 0) になる確率はいくつでしょうか？

(1) 1

2
(2) (1

2
)
a

(3) a

b
(4) b − a

b
(5) これら以外

時刻

所持金

0

a

b 目標

スタート

破産

図 1: 破産問題のイメージ．所持金は各時刻で 1 ずつ増減し，0 に到達すると破産，b に到達すると目
標達成である．

このクイズができたら, 応用として, 次の問題も解いてみましょう. 同じルールのギャンブルで, 初め
の所持金は a, 目標額は b とします.

b 円まで稼ぐか, 破産するまでに行った賭けの回数の期待値を求めてください.
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3 分枝過程と絶滅問題
確率論は様々な分野へ応用されることを初めに述べましたが, ここでは生物モデルへの応用を考えて

みましょう.

ある生物がいて, 次のルールで個体数を変えていくとします. N ≥ 2 とします.

• 第 0世代では 1 匹だけいる.

• 各個体は独立に子どもを産み, 次の世代では死滅する.

• 子どもの数 X はランダムで, X は 0,1,2, . . . ,N のいずれかの値とする.

• n 匹生まれる確率は pn とし, 全く生まれないこともあるとする (p0 + p1 +⋯ + pN = 1, p0 > 0).

第 n 世代の個体数を Zn とすると, Z0 = 1 です. さらに, Zn を次のように図示すると, 枝分かれする樹
のようになります. このことから, Zn, n = 0,1, . . . は分枝過程と呼ばれています.

Z0 = 1

Z1 = 3

Z2 = 6

Z3 = 6

第 0 世代

第 1 世代

第 2 世代

第 3 世代

図 2: 分枝過程の例. 各個体がランダムな数の子どもを産み, 次の世代を作る.

各個体が産む子どもの数の期待値を E[X], 第 n 世代までに個体数が 0 になる確率を qn と書くこと
にします. ここでクイズです.

E[X] = 1 のとき, この生物はいつか絶滅するでしょうか？
言い換えると, qn は n が大きいとき 1 に近づくでしょうか ?

(1) 絶滅しない.

(2) 1/2 の確率で絶滅する.

(3) 確率 1 で絶滅する.

(4) pn の決め方による.
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