
数学クイズ 解答例

担当: 川崎 菜穂

東北大学大学院理学研究科数学専攻

問題 1 (内接正 12角形の周と直径の比). ABの中点をNとすると, ONの延長線と円周との

交点はMとなる. AMの長さ lを rを用いて表せ.

解答例. ABは円Oに内接する正六角形の一辺なので, △OABは正三角形である. ∠AOM =

∠AON =
π

6
より,

AN = r sin
π

6
=

r

2
, ON = r cos

π

6
=

√
3

2
r

となり, MN = r −
√
3

2
rが得られる. したがって,

AM2 = AN2 +MN2 =
r2

4
+

7− 4
√
3

4
r2 =

4− 2
√
3

2
r2 =

(
√
3− 1)2

2
r2

より,

l = AM =

√
3− 1√
2

r =

√
6−

√
2

2
r

を得る.

(答) l =

√
6−

√
2

2
r

O A

B

M

N

問題 2 (外接正 12角形の周と直径の比). 問題 1で, さらにA, Mの中点を Pとし, OPの延

長線と円周との交点をQとする. Qを通りAMに平行な直線がOA, OMの延長と交わる点

を S, Tとする. 半角の公式

tan θ =

√
1− cos 2θ

1 + cos 2θ

(
0 ≤ θ ≤ π

2

)
1
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を用いて, STの長さ sを rで表せ.

解答例. ∠SOQ =
π

12
より,

s = 2SQ = 2r tan
π

12

である.

1± cos 2θ = 1±
√
3

2
=

2±
√
3

2

より, 半角の公式を用いると,

tan
π

12
=

√
2−

√
3

2 +
√
3
= (2−

√
3)

である. したがって, s = 2(2−
√
3)rを得る.

(答) s = 2(2−
√
3)r

O A

M
N

Q

S

T

P

問題 3. (1) 半角の公式

cos
θ

2
=

√
1 + cos θ

2

(
0 ≤ θ ≤ π

2

)
を用いて, cos

π

4
, cos

π

8
, cos

π

16
を求めよ.

(2) 2倍角の公式

sin 2θ = 2 sin θ cos θ

を用いて, 定理 2.1を示せ. その際,

lim
θ→0

sin θ

θ
= 1

を事実として用いて良い.

(1)の解答例. cos
π

4
=

1√
2
である. 半角の公式

cos
θ

2
=

√
1 + cos θ

2

2



より,

cos
π

8
=

√
2 +

√
2

2
, cos

π

16
=

√
2 +

√
2 +

√
2

2

が得られる.

(答) cos
π

4
=

1√
2
, cos

π

8
=

√
2 +

√
2

2
, cos

π

16
=

√
2 +

√
2 +

√
2

2

(2)の証明. 2倍角の公式

sin 2θ = 2 sin θ cos θ

を繰り返し使うことにより,

1 = sin
π

2
= 2 sin

π

4
cos

π

4

= 22 sin
π

8
cos

π

8
cos

π

4

= · · ·

= 2n−1 sin
π

2n
cos

π

2n
cos

π

2n−1
· · · cos π

4

となる. この式より,

1

2n−1 sin π
2n

= cos
π

2n
cos

π

2n−1
· · · cos π

4

2

π
·

π
2n

sin π
2n

= cos
π

2n
cos

π

2n−1
· · · cos π

4

を得る. (1)より,

cos
π

4
=

1√
2
, , cos

π

8
=

√
2 +

√
2

2
, cos

π

16
=

√
2 +

√
2 +

√
2

2
, . . .

が得られる. ここで, lim
θ→0

sin θ

θ
= 1より,

lim
n→∞

(
2

π
·

π
2n

sin π
2n

)
=

2

π

である. これを書き直せば定理を得る.

問題 4. Arcsin 1, Arctan 1を求めよ.

解答例. x = Arcsin 1とおくと, 1 = sinxとなる. −π

2
≤ x ≤ π

2
より, x =

π

2
を得る.

3



(答) x =
π

2

x = Arctan 1とおくと, 1 = tanxとなる. −π

2
< x <

π

2
より, x =

π

4
を得る.

(答) x =
π

4

問題 5.

π =
22

7
−
∫ 1

0

x4(1− x)4

1 + x2
dx

を示せ. その際, ∫ t

0

1

1 + x2
dx = Arctan t

を用いて良い.

証明. ∫ 1

0

x4(1− x)4

1 + x2
dx =

22

7
− π

を示せばよい.

∫ t

0

1

1 + x2
dx = Arctan t より,

∫ 1

0

x4(1− x)4

1 + x2
dx =

∫ 1

0

(
x6 − 4x5 + 5x4 − 4x2 + 4− 4

1

1 + x2

)
dx

=
1

7
− 2

3
+ 1− 4

3
+ 4− 4Arctan 1

=
22

7
− π

を得る.

問題 6. (1) 次の二次関数の最大値と最小値を求めよ.

y = x(π − x) (0 ≤ x ≤ π).

(2) 任意の自然数 aと任意の十分大きい非負整数 nに対して,

0 <

∫ π

0
fn(x) sinxdx < 1

となることを示せ. その際, 任意の実数 cに対して,

lim
n→∞

cn

n!
= 0

が成り立つことを用いて良い.

4



(1)の解答. y = x(π − x)より,

y = −
(
x− π

2

)2
+

π2

4

となる. したがって, x =
π

2
のとき最大値

π2

4
, x = 0のとき最小値 0を得る.

(答) x =
π

2
のとき最大値

π2

4
, x = 0のとき最小値 0

(2)の証明. 二次関数 y = x(π − x)の最大値は
π2

4
であるから,

0 < fn(x) =
an

n!
{x(π − x)}n <

an

n!

(
π2

4

)n

=
1

n!

(
aπ2

4

)n

である. また, 0 ≤ x ≤ πのとき, 0 ≤ sinx ≤ 1であるから,

0 < f(x) sinx <
1

n!

(
aπ2

4

)n

となる. 各々を 0から πまで積分し,

0 <

∫ π

0
f(x) sinxdx <

π

n!

(
aπ2

4

)n

となる. ここで, 任意の実数 cに対して,

lim
n→∞

cn

n!
= 0

が成り立つことから, nが十分大きい大きいとき,
π

n!

(
aπ2

4

)n

は 1より小さい正の数になる

ことがわかる. したがって, 十分大きい任意の nに対して,

0 <

∫ π

0
f(x) sinxdx <

π

n!

(
aπ2

4

)n

< 1

を得る.

問題 7. (1)

fn(0) = f ′
n(0) = f ′′

n(0) = · · · = f (n−1)
n (0) = 0 (a)

が成り立つことを示せ.

(2)

f (n+k)
n (0) =

1

n!
(−1)knCka

kπn−k(n+ k)! (b)

が成り立つことを示せ.
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(3) ∫ π

0
fn(x) sinxdx = 2

n∑
k=0

(−1)kf (2k)
n (0) (c)

が成り立つことを示せ.

(4) πが有理数であると仮定する. このとき, 適切に aをとると,∫ π

0
fn(x) sinxdx

が整数になることを示せ.

(1)の証明. fn(x)の定義式の右辺を二項定理で展開すると,

fn(x) =
1

n!

n∑
k=0

(−1)knCka
kπn−kxn+k (d)

である. fn(x)は xについて n次の項から始まるため,

f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = · · · = f (n−1)(0) = 0 (e)

を得る.

(2)の証明. 式 (d)の両辺を n+ k回 (k = 0, 1, 2, . . . , n)微分すると,

f (n+k)
n (x) =

1

n!
(−1)knCka

kπn−k(n+ k)! + g(x)

となる. ただし, g(x)は定数項が 0の多項式とする. したがって,

f (n+k)
n (0) =

1

n!
(−1)knCka

kπn−k(n+ k)!

となる.

(3)の証明. 部分積分を 2回行うと,∫ π

0
fn(x) sinxdx =

∫ π

0
fn(x)(− cosx)′dx

= [fn(x)(− cosx)]π0 −
∫ π

0
fn(x)(− cosx)′dx

= fn(π)− fn(0) +

∫ π

0
f ′
n(x) cosxdx

= fn(π)− fn(0) +

∫ π

0
f ′
n(x)(sinx)

′dx

= fn(π)− fn(0) +
[
f ′
n(x) sinx

]π
0
−
∫ π

0
f ′′
n(x) sinxdx

6



となる. これを n+ 1回繰り返す. f(x)は xについての 2n次式であるから, f (2n+2)(x) = 0

となることに注意すると,∫ π

0
fn(x) sinxdx =

n∑
k=0

(−1)k
(
f (2k)
n (π)− f (2k)

n (0)
)

となる. fn(π − x) = fn(x)より, f
(k)
n (π) = (−1)kf

(k)
n (0)であるから,∫ π

0
fn(x) sinxdx = 2

n∑
k=0

(−1)kf (2k)
n (0)

を得る.

(4)の証明. πが有理数であると仮定する. ある自然数 a, bに対して, π =
b

a
とおく. fn(x)

の定義式の aは任意であるから, πの分母 aと同じものと考えて問題ない. このとき,

anπn−k = an
bn−k

an−k
= akbn−k

より, 式 (b)の右辺は整数となる. 式 (c)の右辺について 2k < nとなる項の値は式 (e)より

0である. また, 2k ≥ nの項に対しては整数であるから,∫ π

0
fn(x) sinxdx

が整数であることが示された.

問題 8. 次の補題を用いて, 定理 5.1を示せ.

証明. aと bが互いに素とは, 任意の素数 pに対して, aと bの少なくとも一方が pの倍数で

ないことと言い換えることができる. pを固定したとき, この事象は, a, bがともに pの倍数

である事象の余事象である. 1以上の整数は pで割り切れる数, pで割って 1余る数, pで割っ

て 2余る数,. . . pで割って 1余る数に場合分けすることができる. このことから, 任意に選ん

だ aが pの倍数である確率は
1

p
であり, bについても同様である. 各 pに対して, これらの試

行は独立であるため, 求める確率を P とおくと,

P =

(
1− 1

22

)(
1− 1

32

)(
1− 1

52

)(
1− 1

72

)
· · ·

となる. 両辺の逆数をとると, 素因数分解の一意性より,

1

P
=

1

1− 1
22

· 1

1− 1
32

· 1

1− 1
52

· 1

1− 1
72

· · ·

=

(
1 +

1

22
+

1

(22)2
+

1

(22)3
+ · · ·

)
×
(
1 +

1

32
+

1

(32)2
+

1

(32)3
+ · · ·

)
×
(
1 +

1

52
+

1

(52)2
+

1

(52)3
+ · · ·

)
×
(
1 +

1

72
+

1

(72)2
+

1

(72)3
+ · · ·

)
× · · ·

= 1 +
1

22
+

1

32
+

1

42
+

1

52
+ · · · =

∞∑
n=1

1

n2
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となる. ここで, 補題 5.2より,
1

P
=

π2

6
を得る.

参考文献

[1] 小平邦彦 編, 新・数学の学び方, 岩波書店 (2015).

[2] 中村滋, 数学のかんどころ 円周率–歴史と数理–, 共立出版 (2013).

8


