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1 群作用とは何か
まず，次の問題を考えてみよう．

問題 1. 1からmまで番号をつけたカードを 6色で塗り分けるとき，何通りの塗り方があるか．

問題 2. 1からmまで番号をつけたカードを n色で塗り分けるとき，何通りの塗り方があるか．

これらは簡単である．
各カードは独立に好きな色を選べるので，

6m, nm

通りとなる．

では，次の問題はどうだろうか．

問題 3. 正四面体を 6色で塗り分けるとき，回転で一致するものを同じとみなすと何通りあるか．

問題 4. 正四面体を n色で塗り分けるとき，回転で一致するものを同じとみなすと何通りあるか．

問題 5. 立方体を n色で塗り分けるとき，回転で一致するものを同じとみなすと何通りあるか．

さらに，

問題 6. mを正の整数とする．

x1 + x2 + x3 = 6m

を満たし，

x1 ≤ x2 ≤ x3

となる非負整数解 (x1, x2, x3) は何個あるか．

問題 1，問題 2は高校生でも解けるが，問題 3から問題 6は一見するとかなり難しく見える．
しかし実は，問題 3から問題 5はある考え方を導入すると，すべて問題 1，問題 2のような単純な数え上げ

へ帰着される．
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その考え方が，本日紹介する群作用と Burnsideの補題である．

ここからは，数学的な厳密さは一旦忘れて，群作用とは何を考えるための道具なのか，その気持ちを説明
する．
群作用を考える最大の目的は，

「ある決められた操作で移り合うものを，同じものとして扱う」

ことである．
例えば，

• 正四面体を回転する
• 立方体を回転する
• ネックレスを回転する

といった操作では，見た目は変わっても，本質的には同じ配置であることが多い．
群作用とは，この「対称性」を数学的に表現する方法なのである．

正四面体の塗り分けを考える

問題 4を例に考えてみよう．
正四面体の 4つの面に

1, 2, 3, 4

という番号を付ける．
また，使える色も

1, 2, . . . , n

と番号を付けることにする．
例えば

(2, 1, 1, 1)

という 4つ組は，

• 面 1を色 2
• 面 2を色 1
• 面 3を色 1
• 面 4を色 1

で塗ることを表している．
したがって，面に番号を付けた塗り方全体は

X = {(x1, x2, x3, x4) | 1 ≤ xi ≤ n}
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と表せる．
これは単に「すべての塗り方の集合」である．
もちろん，

|X| = n4

となる．
ここまでは問題 2と全く同じである．

回転は塗り方を動かす

今度は正四面体を回転してみよう．
例えば，ある回転によって面 1と面 2が入れ替わるとすると，

(2, 1, 1, 1)

は

(1, 2, 1, 1)

へ移る．
つまり，

回転は塗り方を別の塗り方へ移す．

しかし重要なのは，
回転しても

• 塗り方が消えるわけではない．
• 新しい塗り方が生まれるわけでもない．
• 塗り方全体の集合は変わらない．

ということである．
回転とは，塗り方全体を並べ替えているだけなのである．

回転全体を集める

正四面体には様々な回転がある．
例えば，

• 何もしない回転
• 頂点を軸とする 120◦ 回転
• 辺を軸とする 180◦ 回転

などである．
これらの回転全体を
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と書くことにする．
どの回転にも逆向きの回転があり，
また回転を続けて行えば，結果も再び回転になる．
このような「操作全体」を数学では群という．

群作用

以上より，

• X：塗り方全体
• G：回転全体

が得られた．
各回転

g ∈ G

は，
塗り方

x ∈ X

を別の塗り方

gx ∈ X

へ移す．
つまり，

g : X −→ X

という写像になっている．
このように，

群の各要素が，集合の元を動かす仕組み

を群作用という．
ここで，群作用を導入した目的を思い出そう．
私たちが本当に知りたいのは，面に番号を付けた塗り方全体の個数

|X| = n4

ではない．
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例えば，

(2, 1, 1, 1)

という塗り方を考える．
正四面体を回転させると，

(1, 2, 1, 1), (1, 1, 2, 1), (1, 1, 1, 2)

などの塗り方へ移る．
これらは見かけは異なるが，正四面体を回転すれば互いに一致するので，問題 4では同じ塗り方と考えたい．
このように，ある塗り方から回転によって移り合う塗り方全体を，数学では軌道 (orbit) と呼ぶ．

Definition 7. x ∈ X に対し，

Orb(x) = {gx | g ∈ G}

を xの軌道という．

例えば，

x = (2, 1, 1, 1)

の軌道は，

Orb(x) = {(2, 1, 1, 1), (1, 2, 1, 1), (1, 1, 2, 1), (1, 1, 1, 2)}

となる．
言い換えれば，軌道とは

回転によって互いに移り合う塗り方の集まり

である．
さらに重要なことは，どの塗り方も必ず一つの軌道に属し，異なる軌道同士は共通部分を持たないことで

ある．
したがって，塗り方全体の集合は

X = Orb(x1) ⊔Orb(x2) ⊔ · · · ⊔Orb(xk)

と軌道に分解される．
ここで k は軌道の個数である．
問題 4で本当に求めたい答えは，塗り方全体の個数 |X| ではなく，この軌道の個数なのである．
しかし，軌道を一つ一つ探して数えるのは非常に大変である．
そこで活躍するのが，次節で紹介する Burnside の補題である．
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2 Burnsideの補題
群作用を用いることで，回転などの対称性をもつ図形の数え上げを行えるようになった．しかし，実際には

回転で移り合う塗り方（軌道）を一つ一つ探すのは非常に大変である．
Burnsideの補題は，軌道を直接数える代わりに，各操作で「変わらない塗り方」を数えればよいという驚

くべき定理である．

Theorem 8 (Burnsideの補題). 有限群 G が有限集合 X に作用しているとする．
各 g ∈ G に対して

Fix(g) = {x ∈ X | gx = x}

を，g によって動かない元全体とする．
このとき，軌道の個数は

1

|G|
∑︂
g∈G

|Fix(g)|

に等しい．

一見すると非常に不思議な公式である．
「各回転で固定される塗り方」を数えて平均を取るだけで，「回転で同じとみなした塗り方の種類数」が求ま
るのである．
では，なぜこのような公式になるのだろうか．

証明の考え方

証明のポイントは，「固定される塗り方を数える」のではなく，

(g, x)

という組を数えることである．
ここで

gx = x

を満たす組だけを考える．
つまり

A = {(g, x) ∈ G×X | gx = x}

を考える．
この集合の大きさを二通りに数える．

6



■(1) 操作を固定して数える まず g を固定すると，
条件は

gx = x

であるから，
対応する x は

|Fix(g)|

個存在する．
したがって

|A| =
∑︂
g∈G

|Fix(g)|.

■(2) 塗り方を固定して数える 今度は x を固定する．
すると

gx = x

となる回転だけを数えることになる．
ここで重要なのは，
同じ軌道に属する塗り方では，固定する回転の個数がすべて等しいことである．
実際，もし

y = hx

ならば

gy = y

となることと

h−1ghx = x

となることは同値である．
したがって，固定する回転は共役によって一対一に対応するので，個数は変わらない．
さらに Orbit-Stabilizer 定理より，

|G| = |Orb(x)| · | Stab(x)|

である．
ここで

Stab(x) = {g ∈ G | gx = x}
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であるから，
一つの軌道に属する全ての点について固定する回転数を足すと

|Orb(x)| · | Stab(x)| = |G|

となる．
つまり，
どの軌道も必ずちょうど |G| だけ寄与する。
軌道が N 個あるなら

|A| = N |G|.

以上より ∑︂
g∈G

|Fix(g)| = N |G|.

両辺を |G| で割ると

N =
1

|G|
∑︂
g∈G

|Fix(g)|.

これが Burnsideの補題である．
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